TECHNICKA UNIVERZITA V LIBERCI
Halkova 6, 461 17 Liberec 1, CZ

Fakulta mechatroniky a mezioborovych inzenyrskych studii

Teorie automatického rizeni I.

ZPETNA TRANSFORMACE
RACIONALNE LOMENE FUNKCE

Studijni materidly

Doc. Ing. Osvald Modrléak, CSc.

NesY

Katedra fidici techniky

KATEDRA BIDICI TECHNIKY



Teorie Fizeni I. Zpétna Laplaceova transformace

Obsah

1. Zpétna transformace racionalné lomené funkce 2

Literatura 10

Doc. Ing. Osvald Modrlak, CSc. 1 17.03.2003



Teorie Fizeni I. Zpétna Laplaceova transformace

1. ZPETNA TRANSFORMACE RACIONALNE LOMENE FUNKCE
Zpétnou transformaci Laplaceova obrazu (déle jen L-obraz) je mozno provést

1) Podle defini¢niho integralu zpétné Laplaceovy transformace

c+ioo

L'{Y(s)} = - j Y(s)e"ds = y(t),

kde c je pfimka, pro kterou plati y(z) <e“ prot>0.
2) Rozkladem racionaln€ lomené funkce Y(s) na parcialni zlomky

Pti analyze regulacnich obvodl maji L-obrazy zpravidla tvar racionalné lomené funkce
tvaru

vi)=2, 1)
A(s)
id As)=a,s" +a, s +-+as+a,=a,(s—s)(s—5,)(s=5,);
) B(s)=b,s" +b, s"" +---+bs+h,
51,82,..., §, Jsou obecné rizné komplexni nebo realné kotfeny jmenovatele,

n,m jsou stupné polynomu A(s), B(s), m < n.

KaZdou racionélni lomenou funkci, jejiz Citatel je niz§iho stupné nez jmenovatel, je
mozno rozlozit na soucet konecného poctu zlomkt typu

Ai . B k .
2 k 2
s—s,  (s=s,)
kde s, jsou obecné realné nebo komplexné sdruzené kofeny jmenovatele

4;, B, jsou konstanty.

Uvedené parcialni zlomky jsou vSak L-obrazy znamych predméti

A» ‘ B k=1 _s;it
i — L{Aieéft}, k_k = L Bk 2 c 5 (2, 3)
Ss—S8, (s—s,) (k-1)!

1

Rozkladem na parcialni zlomky rozlozime L-obraz na soucet dil¢ich obrazii
Y(s) =Y (s)+ Y, (s)+--+Y,(s)
a pfedmét je pak roven souctu dil¢ich predmétt

LY () =L {H(O+ L L))+ + LHY, ()} = 0 (0 + 3,0+ 4, ()= y(0).
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Teorie Fizeni I. Zpétna Laplaceova transformace

1) Koreny realné rizné
Uvazujme Laplacetiv obraz (dale jen L-obraz) ve tvaru

B(s) _ B(s) 3 1)

o= A(S) a,(s _51)'(5_52)"'(5_5”),

kde A(s)=a,s"+a, s +-+as+a,; B(s)=b,s" +b, "+ -+bs+b,
51, 82,..., S,jsou obecné rizné komplexni nebo redlné kofeny jmenovatele,

n,m jsou stupné polynomt A(s), B(s), m < n.

Racionalni lomenou funkci ¥(s) je mozno rozlozit na soucet racionalnich zlomk

B A A A B
Y= A A A £ | @®3-2)
Als) (s=s,) (s— Sz) (s=5,) a,(s=5)(5=5,)(s=s,)
kde 4; (i = 1,2, ..., a) jsou konstanty. Konstanty 4; je mozno urcit tak, ze leva 1

prava strana rovnosti (1 — 2) se vynasobi kofenovym Cinitelem (‘s - s5;) a pro s = s; dostaneme

) B A _
{“ *)AQJF” Sy My M = o e
Po vykraceni dostaneme
A4; = {(s —5;) B(S)} = B(si) : (P3-3)
A(s)|,_ an(si—s1)-(s;—52) -+ (s; —Sp)
Priklad P3.1 oy N s—1

Naleznéte ptedmét k L-obrazu Y (s) =

s(s+1)(s+2)
ReSeni: Rozklad na parcidlni zlomky L-obrazu Y(s) (s,=0,8,=-1Ls5,=-2)
zapiSeme do tvaru
s—1 A A, A,
— =Ly 2y ,
s(s+D(s+2) s s+1 s+2

Y(s)=

konstanty 4;, Az, Az ur¢ime podle (P3 -3): 4, =|(s— )—1 = _l,
s(s+1)(s+2) |, 2

A, = (erl)S—_1 =2, 4,= (S+2)S—_1 :_i‘
s(s+D(s+2) | _, s(s+D(s+2) | _, 2
Piedmét y(2) je roven

st o4

S S+

} [F0.5+2¢ —1,5¢ | 100),
s+2

kde 1(¢) je jednotkovy skok.

Konec ptikladu

Doc. Ing. Osvald Modrlak, CSc. 3 17.03.2003



Teorie Fizeni I. Zpétna Laplaceova transformace

2) Koreny nasobné
Uvazujeme, ze kofen s; je ndsobnosti ,,p*, pak L-obraz je moZno zapsat ve tvaru.

_B(s) B(s)
CA(S) afs—s,)(5—5y) (=5, )(s—5)"

Y(s)

Rozklad na parcidlni zlomky pak musi miti tvar

n—r

SRERE S + + —H —|
As) (s=5,) (5=5,) (5=5,.,) (5=5) (s=s;) (s=s,)
(P3-4)
Koeficienty parcialnich zlomki By odpovidajici nasobnym kotfeniim ur¢ime z rovnic

”

v PO A A4 A B, B, . B

B, = |:(S_Si)r %}

B, = i|:(s —s5;)" @:|

s A(s)
_Lda*f B P35
S 2! gs? [(S i A(S)l:si ( )

1 dr_l [(S_S.)V@}

P2 =D g A(s)

1

Priklad P3.2 Naleznéte pfedmét k L-obrazu Y(s) =

s(s+1)*°
Reseni: Kofeny jmenovatele jsou: s, =0 jednonasobny, s, =s, =s, =—1 trojnasobny,
rozklad na parcialni zlomky ma tvar

1 4 B B, B,

=—t+ + + :
s(s+1)° s (s+1) (s+D)* (s+1)°

Y(s)=

Koeficienty A; budou vypocteny podle ( P3 - 3), koeficienty B;, B, B; podle (P3 —5),

Alz{s- 1 3} =1, B3:[(s+l)3 I 3} =-1,
s(s+1)7 |, s(s+1)7 | _ |
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Teorie Fizeni I. Zpétna Laplaceova transformace

ds s(s+1)” ], dsls]_, -

2 2
e e I S L
ds s(s+1)7 |, dsTlslo, Ls i,

Pfedmét je dan souctem dil¢ich predméti, které ptislusi jednotlivym parcialnim zlomkim

S A R Y (R TR S 0 T U P |
W6)=1 {S} L {s+1} L {(s+1)2} L {(S+1)3} [—2¢" —te" 0,502 ] 1(0).

Konec ptikladu

3) Kofeny komplexni
a) Rozklad na parcidlni zlomky podle (P3 — 2).

Uvazujeme L-obraz, ktery obsahuje v polynomu jmenovatele jeden realny koten s; a jeden
komplexni koten, pro ktery plati

s, =a+iw;s, =a—iw, kde kofen s, je kofen komplexné sdruzeny.

Racionalni lomenou funkei Y(s) je pak mozno rozlozit na soucet racionalnich zlomkt

B(s) B(s) _ A, C C
A(S)  ay(s=s,)-(5=5,)-(s=5,)- (s=s,) (5—5,) (s-5,)

Y(s) = (P3 - 6)

kde C je komplexni konstanta a C je komplexn& sdruzena, které se uréi podle (P3 — 3).
Komplexni konstanty je mozno vyjadrit ve tvaru

C=a+ib :|C|e’¢ , kde|C| =a’+b*,p= arctgé,
a (P3-7)

C=a-ib= |C|e”“”.

Ptedmétu y(?) je pak roven
y(t) = A, exp(s,t) + Cexp(s,t) + C exp(5,t)

Clen { Cexp(s,t)+ C exp(s,?) }, ktery respektuje u€inek komplexnich kotenti mizZzeme
upravit do tvaru

Cexp(s,1) + C exp(s,1) = |Cle” exp((ar +iw)t) +|Cle ™" exp((a —iw)r) =

=|Cle” (""" + &) = 2|Cle™ - cos(at + @)
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Teorie Fizeni I. Zpétna Laplaceova transformace

) eia + e*ia ) eia _ efza
Poznamka: cosa = T; sing = T;
1

Plati tedy

Cexp(s,1)+ C exp(5,1) = 2|C|-e“ - cos(et + @) (P3 - 8)

Predmét je pak roven; y(t) = A, exp(s,t) + 2|C|e”" -cos(at + @)

Priklad P3.3 L 2
Naleznéte predmét k L-obrazu Y(s) = 5 .
s(s+1)(s” +2s+2)

Reseni: Redlné kofeny jmenovatele jsou: s, =0 , s, =—1, komplexni s, =—1+i a

komplexné sdruzeny s, = —1—i. Rozklad na parcidlni zlomky ma tvar

~ 2 4 A4 c _C
Cs(s+D)-(s+1+0)-(s+1-i) s (s+]) (s+1+i) (s+1-0)’

Y(s)

kde pro s, =0 je A =|s- 3 =1
s(s+1)(s” +2s+2)

s=0

‘ 2

s, =—1 je 4, :[(S+l) S(S+1)(S2 +2s5+2) l—l -

s, =—1+i je C:|:(S+1+i) : ] ' } ZH.
s(s+1)-(s+1+)-(s+1-1) |,

S3:—1+i je C_j:|:(S+1_i) 5 ] . :| :E'
s(s+D-(s+l+)-(s+1=0) |, 2

Podle (P3 — 7) plati

C=a+ib =|C|ei¢ ,kde|C| :\/a2 +b* =\/0,52 +0,5% = 0,5;(p:arctgé:arctg1=%,
a

C=a-ib= |C|e’i‘”.
Dosazenim do (P3 — 8) dostaneme predmét pro parcidlni zlomky s komplexnimi kofeny ve
tvaru

S Cc
(s+1+i) (s+1-i0)

2 (0,5+0,51) exp[(~1+i)t]+ (0,5 -0,5) exp|(—1—i)t] =
= 2@-5’ -cos(t+ 7/ 4)

Vysledny predmét je pak roven je pak dan souctem

! {Y(s)}: I {l+ -2 + 0,5+0,5i N 0,5-0,5i

s (s+1) (s+1+9) (S+1_i)}:[1—2e—1+2-\/ﬁe_ cos(t+m/4)|1(2).

Konec ptikladu
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Teorie Fizeni I. Zpétna Laplaceova transformace

b) Rozklad na zlomky typu 2Ms_+N
S+ pS + q

Jsou-li komplexné sdruzené kotfeny nenasobné, pak se v rozkladu mohou objevit zlomky

typu

2]\45*—+N nebo pro r-nasobny komplexni kofen 2M9—+N (P3 —9a,b)
s“+ps+q (S +pS+q)r
Na zédkladé znalosti L-obrazu funkei
L{e™ cos wt} = (s+a)2; Li{e™ sin ot} = %;
(s+a) +o (s+a) +o
muzeme urcit predmét ke zlomku prvniho typu pomoci jednoduchych uprav
Mes N M(s+§)+N—M§
2 = 2 =
S +pst+q Py P
S+ -+
o) =
—m— 572 g @ = Me” coswt + Ke™ sin i, (P3-10)
(s+a) +o’ (s+a) +o’
; N-MEP
kde 0(:2; 0] :1/—i+q; K=—n——2
2 4 p?

Vyraz (P3 — 10) je mozno vyjadfit ve tvaru Ae” cos(wt + ¢) . Nejdiive upravime (P3 — 10)
do tvaru
Me™ cos ot + Ke™ sinot = e (M -coswt + K -sin o ) (P3 —10a)

Kosinus souc¢tu dvou uhlt je roven
cos(a + @) =cosa-cos@ —sina -sing,
vynasobime-li tuto rovnost hledanou amplitudou 4 dostaneme
Acos(a+ @)= Acosa-cosp— Asina -sing . (P3 - 10b)

Oznacime-li o = wt a porovname-li ¢leny v (P3 — 10a) a (P3 — 10b) dostaneme rovnici

pro vypocet thlu ¢.
K
A-cosp=M — ¢ =arctg—. A Asing =K
M ¢
A-sing=K :
Acosp=M
Podle obr.P3-1 pro amplitudu plati Obr.P3-1Urcéeni amplitudy A
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Teorie Fizeni I. Zpétna Laplaceova transformace

A* =(Acos @)’ +(Asin p)> > A=IM*+ K’

Dynamické u¢inky komplexniho sdruzeného kotfene v ¢asové oblasti je mozno vyjadrit ¢leny

Me™ cosat + Ke™ sinot = e (M -coswt + K -sinwt) = Ae™ cos(awt + ),
(P3-11)

kdego:arctg%; A=IM?+K’

Naleznéte predmét k L-obrazu Y(s) = 2 rozkladem

s(s+1)(s* +2s5+2)

na parciadlni zlomky. Pro komplexni kofeny uvazujte rozklad na parcialni zlomky tak, aby ve
jmenovateli byl kvadraticky dvojclen.

Priklad P3.4

ReSeni: Kofeny jmenovatele jsou: s, =0, s,=-1, komplexni s;,=-1+i a
komplexné sdruzeny s, = —1—i. Kvadraticky dvojclen je roven
(s+1+i)(s+1-i)=s>+25+2.

Rozklad na parcidlni zlomky ma tvar

Y(s) = 2 A 4, | Ms+N

= > =—+ +— . (P3-12)
s(s+1)(s”+2s+2) s  s+1 (s"+25+2)

Hledané koeficienty 4;, A,, M, N urc¢ime metodou neurcitych koeficientl, tak ze
levou i pravou stranu rovnosti (P3 — 12) vynasobime polynomem s(s+1)(s>+2s+2) a
dostaneme rovnost ve tvaru

2= A (s+1)(s? +25+2) + Aps(s> +25+2) + (Ms + N)s(s +1)

Roznasobenim dostaneme
2= Ay (s> +35> +45+2)+ Ay (s> + 25> +25)+ M (s> +52) + N(s2 +5). (P3 - 13)

Porovname-li koeficienty u mocnin s' na levé a pravé strané rovnosti (P3 — 13),
dostaneme soustavu rovnic pro koeficienty 4;, 42, M, N ve tvaru (4, je mozZno spocitat podle
(P3 —3) ajerovno 4,=-2)

Mocnina s°:2 = 24, - 4 =1

Mocnina s' :0=44,+24,+ N — N=-44,-24,=0

Mocnina s* 0=34+2A)+ N+ M — 24, =-34-N-M=-4

Mocnina s> :0=Ay+ Ay + M > M=—-A—Ay=—1+2=1

Dosazenim koeficienti do rovnosti (P3 — 12) dostaneme L-obraz ve tvaru
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Y(s)= 2 1,22 &l

2 :s s+1Jr 2 '
s(s+1)(s” +2s5s+2) (s“+2s5+2)

Tteti zlomek upravime podle (P3 — 10) do tvaru

s S (s+D-1 (s+D) 1 »

- t
= = =e
(s2+2s+2) (s+1)2+1 (s+1)2+1 (s+1)2+1

cost—e 'sint

Predmét y(2) je tedy roven

Ly (s)}=L" {1} - {_—2} + L {;} = [1 —2e”" +e'(cost—sin t)]- 1(2).

s s+1 (s* +25+2)

Pomoci (P3 — 12) miizeme jesté pro treti ¢len vyjadrit amplitudu 4 a fAzovy posun ¢
tohoto pfedmétu. Je ziejmé, ze plati

Me” cosat + Ke™ sinwt = e (M -coswt + K -sinwt)= e (cost —sin t) — Acosp =1; Asing =1
K

kdegozarctgﬁ:arctgl:ﬂ'/% A=\M*+K> =2

Vysledny predmét je pak mozno vyjadfit ve tvaru:

Y(0) =[1-2¢" +e V2 cos( 1+ 2/ 4) | 1(2).

Konec piikladu

Literatura

[1] Pirko, Z., Veit, J.: Laplaceova transformace. Zaklady teorie a uziti v elektrotechnice.
SNTL, Praha, 1970.

[2] Macak, K., Tumajer, F., Zelinka, B.: Matamatika III. (Matematicka analyza). Skripta,
VSST Liberec, 1978.

[3] Aramanovi¢, I, G., Lunc, G., L., Elsgolz, L., E.: Funkce komplexnej premenej,
Operatorovy pocet — teoria stability. ALFA Bratislava, SNTL Praha, 1973.

Doc. Ing. Osvald Modrlak, CSc. 9 17.03.2003



