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Laplaceova transformace

Je Gzasny nastroj pro jednodussi nalezeni feSeni diferencialnich rovnic.

Potfebujete k tomu

« Véty Laplaceovy transformace
e Laplacelv slovnik

* Umeét nalézt kofeny algebraické rovnice

Poznamka:

(nam bude bohaté stacit umét resit kvadratickou rovnici, tedy umét
vypocitat koreny kvadratické rovnice, coz se mimochodem uci uz v
matematice na zakladni Skole)



Laplaceova transformace

: e ; d .
diferencialni rovnice O ra()=bu) wi)=ol) HN0}=0

| el

ILaplaceova transformace =

\

algebraicka rovnice

l

vytesit -

Y

Teseni

:

zpétna Laplaceova transformacd ——pm

\

feSeni v ¢asové oblasti yry=5 tll=e”) i=n




Laplaceova transformace

Jak zacneme.
1. Vezmeme matematicky model fyzikalni dynamické soustavy - coz je

linearni diferencialni rovnice (LDR).
Priklad: soustava druhého radu popsana LDR
ay" + a1y’ + agy(t) = bou(t)

aplikujeme véty Laplaceovy transformace
L{a,y" + a1y’ + agy(t) = bou(t) }

Po Laplaceové transformaci ziskame algebraickou rovnici druhého radu
a,s*Y(s) + a;sY(s) + agY(s) = byU(s)



Laplaceova transformace

s v

Pro zacatek pouZijeme konkrétni realna cisla v LDR pro vytvoreni predstavy
Vezmeme matematicky model popsané fyzikalni dynamické soustavy, coz je pro nas
linearni diferenciaini rovnice (LDR).

Priklad: Mame matematicky model soustavy druhého radu

4y" + 4y + 2y(t) = 2u(t)

aplikujeme véty Laplaceovy transformace
L{4y" + 4y' + 2y(t) = 2u(t) }
Po Laplaceove transformaci ziskame algebraickou rovnici druhého radu
4s%Y(s) + 4sY(s) + 2Y(s) = 2U(s)
A kdyz vyresime kvadratickou rovnici, tak ziskame i koreny kvadratické algebraické rovnice a s tim i

jednotlivé cleny algebraické rovnice.
Y(s)(2s+1)(2s+ 1) = 2U(s)



Laplaceova transformace

Laplaceova transformace L pritazuje funkci f(t) pro cas t=0 funkci F(s)
Lif ()} = F(s)

Jo samozrejmé plati i pro funkci popsanou jinym pismenem
Napriklad budeme pouzivat:

Liy(®)} =Y(s)
Liu(t); = U(s)
Lig(®)} = G(s)
L{h(t)} = H(s)



Laplaceova transformace

Priklad na aplikaci Laplaceovy véty o obrazu funkce

L{ayy(t) = bou(t)}

at

A tady jsou obrazy funkci
a()Y(S) = boU(S)



Laplaceova transformace

Véty Laplaceovy transformace:

Véta o obrazu prvni derivace

Véta o obrazu n-té derivace

Véta o obrazu integralu

Véta o linearité

Véta o posunuti v origindle (tzv. dopravni zpoZdéni)



Laplaceova transformace

Véty Laplaceovy transformace:

Véta o obrazu prvni derivace

Lif'(t)} = sF(s) — f(0)
prevadi derivaci v originale na nasobeni v obraze

A protoze my v automatizaci budeme pouZzivat nulové
pocatecni podminky f(0) =0

lak nase vysledna véta o prvni derivaci bude jednodusi

Lif' (1)} = sF(s)




Laplaceova transformace

Priklad na aplikaci Laplaceovy véty o prvni derivaci

L{a,y" + a1y’ + agy(t) = bou(t)}

L}

Tady je prvni derivace

A toto je obraz prvni derivace

et

L{a1y'} = a;sY(s)




Laplaceova transformace

Véty Laplaceovy transformace:

Véta o obrazu n-té derivace

L{f™ ()} = s"F(s) — s" 1f(0) — s 2f'(0) ..

Diky nulovym pocatecnim podminkam bude nase vysledna véta o
n-té derivaci bude mnohem jednodusi

L{f™(t)} = s"F(s)




Laplaceova transformace

Priklad na aplikaci Laplaceovy véty o n-té (v tomto pripadé druhé) derivaci

L{a,y" + a1y’ + agy(t) = bou(t)}

L}

Tady je druha derivace

A toto je obraz druhé derivace

¥

L{a1y"'} = a;5°Y(s)



Laplaceova transformace

Véty Laplaceovy transformace:

Véta o obrazu integralu

\

(t
1
L+ ff(t)dt = ;F(s)
\0 J
prevadi integraci v originale na déleni v obraze




Laplaceova transformace

Véty Laplaceovy transformace:
Véta o linearité
L{af(t) + bg(t)} = aF(s) + bG(s)

V pripadé Ze a, b jsou konstanty a f(t), g(t) funkce, a tudiz
jejichz Laplaceovy obrazy jsou F(s), G(S)



Laplaceova transformace

Priklad na aplikaci Laplaceovy véty o linearité

Liaxy” + a1y’ + agy(t) = bou(t)}

Tady jsou ob¥xazy funci s vyuzit

ao¥ (s) = bgt(s)

vetou o linearité




Laplaceova transformace

Véty Laplaceovy transformace:

Véta o posunuti v originale (tzv. dopravni zpoZdéni)

Lif(t —a)} = e"F(s)

A kdyZ se fo pouZije pro dopravni zpoZdéni tak to vypada

takto ut
L{f(t —Tq)} = e”"2°F(s) t
PricemZ T ; je dopravni zpoZdéni v [s].

y(t)
Iy




Laplaceova transformace

Priklady:
Pouzij Laplaceovy véty

1) 2y’ + 6y(t) = 2u(t) » L{2y" + 6y(t) = 2u(t)} ” 2sY(s) + 6Y(s) = 2U(s)

2) 2y"" + 8y’ + 8y(t) = 10u(t) ” L{2y" + 8y’ + 8y(t) = 10u(t)}

.» 252Y(s) + 8sY(s) + 8Y(s) = 10U(s)

3) 2y"" +12y" + 22y" + 12y(t) = 2u(t) .» L{2y" +12y" 4+ 22y' + 12y(t) = 2u(t)
.» 253Y(s) + 1252Y(s) + 22sY(s) + 12Y(s) = 2U(s)

4) 3y’ +18y" + 33y’ + 18y(t) = 12u(t) + 3u’'(¢)
L{3y"" +18y" + 33y' + 18y(t) = 12u(t) + 3u'(t)}
353Y(s) + 1852Y(s) + 33sY(s) + 18Y(s) = 12U(s) + 3sU(s)




Laplaceova transformace

Priklady:
Pouzij Laplaceovy véty

1) 2y' + 6y(t) = Zu(t)» L{2y" + 6y(t) = 2u(t)} ” 2sY(s) + 6Y(s) = 2U(s)




Laplaceova transformace

Priklady:
Pouzij Laplaceovy véty

2)2y" + 8y’ + 8y(t) = 10u(t) .» L{2y" + 8y’ + 8y(t) = 10u(t)}

w 252Y(s) + 8sY(s) + 8Y(s) = 10U(s)
» 2Y(s)(s% + 4s + 4) = 10U(s)
- 2Y(s)(s% + 4s + 4) = 10U(s)

- 2Y(s) (s + 2)?= 10U(s)
- Y(s) (s +2)?=5U(s)




Laplaceova transformace

PFiklady:

Pouzij Laplaceovy véty
3)2y"" +12y" + 22y + 12y(t) = 2u(t)

.» L{2y"" +12y" + 22y’ + 12y(¢t) = 2u(t)}

w 253Y(s) + 12s%Y(s) + 22sY(s) + 12Y(s) = 2U(s)

- 2Y(s)[s3 + 652 + 11s + 6] = 2U(s)
- 2Y(s)(s + D(s + 2)(s +3) =2U(s)
- Y(s)(s+1)(s+2)(s+3) =U(s)




Laplaceova transformace

Priklady:
Pouzij Laplaceovy véty

4) 3y"" +18y" + 33y' + 18y(t) = 3u’'(t) + 12u(t)

.» L{3y"" + 18y" + 33y’ + 18y(t) = 3u'(t) + 12u(t)}

” 353Y(s) + 1852Y(s) + 33sY(s) + 18Y(s) = 3sU(s) + 12U(s)

- 3Y(s){s3 + 6s% +11s + 6} = 3U(s)(s + 4)

- 3Y(S)(s + 1)(s +2)(s +3) =3U(s)(s +4)
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